
第二章 矩阵的特征值与Jordan

标准形

问: 给定的线性变换, 如何寻找一组
基, 使的此线性变换在其下的矩阵
具有最简单的形式?
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2.1  特征值与特征向量
2.1.1  线性变换的特征值和特征向量

2.1.2  特征子空间

本节总假设V是数域P上的n维线性空间, T是V

上的线性变换.



设T在V的基𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛下的矩阵为

𝛬 =

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑛

, 𝜆 𝑖 ∈ 𝑃,

则有
𝑇𝒙𝑖 = 𝜆𝑖𝒙𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.

2.1.1  线性变换的特征值与特征向量



定义1 若有P中的数𝜆0和V中的非零向量x满足

Tx =𝜆0x

就称

①𝜆0为T的一个特征值,

② x为T的对应于特征值𝜆0的特征向量.

注若T在基x1, x2, …, xn下的矩阵为对角阵, 则

① 的每个对角元𝜆𝑖都是T的特征值,

② xi是T的对应于𝜆𝑖的特征向量.



定理1 设T 在基𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛下的矩阵为A, 则

① A特征值𝜆0就是线性变换T的特征值,

② 如果𝝃是A对应于𝜆的特征向量, 那么
𝒙 = (𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛)𝝃

是T 对应于𝜆0的特征向量.

注 ① 线性变换的特征值就是矩阵的特征值;

② 线性变换的特征向量的坐标是矩阵的特征
向量.



① n阶矩阵有n个特征值(重根按重数计算),

因此n维空间上的线性变换有n个特征值.

② T 的特征值由T本身决定, 与基的选取无关.

(同一个线性变换在不同的基下的矩阵相似, 

而相似矩阵的特征值相同.)

③ 线性变换的特征值和特征向量的其它性质
也类似于矩阵, 例如

1) 一个特征向量只能对应一个特征值,

2) 不同特征值的特征向量线性无关.



例1 设线性变换T 在基𝒙1, 𝒙2, 𝒙3下的矩阵为

𝑨 =
−1 1 0
−4 3 0
1 0 2

求T 的特征值和特征向量.

解 ① 特征值2,1,1.

② 对应2的特征向量为𝑐𝒙3, 其中𝑐 ≠ 0. 

③ 对应1的特征向量为𝑐(𝒙1 + 2𝒙2 − 𝒙3), 其中
𝑐 ≠ 0.



定义2 设𝜆0是T的特征值，易见
𝑉𝜆0 = {𝒙 ∈ 𝑉|𝑇𝒙 = 𝜆0𝒙}

是V的子空间, 称为T属于𝜆0的特征子空间.

① 称dim𝑉𝜆0为特征值𝜆0的几何重数;

② 特征值𝜆0作为特征多项式的根, 其重数称
为𝜆0的代数重数.

③ 矩阵的特征子空间: (𝜆0𝑬 − 𝑨)𝝃 = 0的解空
间, 几何重数 = 𝑛 − 𝑅(𝜆0𝑬 − 𝑨).

2.1.2  特征子空间



定理2 特征值的几何重数不超过代数重数.

证明 ① 设dim𝑉𝜆0 = 𝑟, 取𝑉𝜆0的基𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑟,

扩充为V 的基𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑟 , 𝒙𝑟+1, ⋯ , 𝒙𝑛.

② 𝑇在𝒙1, ⋯ , 𝒙𝑟 , 𝒙𝑟+1, ⋯ , 𝒙𝑛下的矩阵为

𝑨 =
𝜆0𝑬𝑟 𝑨12
𝑂 𝑨22

③ 计算 𝜆𝑬 − 𝑨 得
(𝜆 − 𝜆0)

𝑟 𝜆𝑬 − 𝑨22 ,

因此𝜆0的代数重数≥ 𝑟.



2.2  矩阵相似于对角阵的条件
2.2.1  线性变换的对角矩阵表示

2.2.2  Schur定理

2.2.3  正规矩阵



2.2.1  线性变换的对角矩阵表示
本小节总设T 是n维线性空间V上的线性变换.

问 是否有V的基使T 在其下的矩阵为对角阵?

设T 在V的基𝒚1, 𝒚2, ⋯ , 𝒚𝑛下的矩阵为

𝛬 =

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑛

,

则有𝑇𝒚𝑖 = 𝜆𝑖𝒚𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.



定理1 T 在某组基下的矩阵为对角阵的充要条
件是T 有n个线性无关的特征向量.

推论 若T 有n个互不相同的特征值, 则T 在某
组基下的矩阵为对角阵.

注 以上结论和矩阵的相似对角化类似.



设
𝑇 𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛 = 𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛 𝑨,
𝑇 𝒚1, 𝒚2, ⋯ , 𝒚𝑛 = 𝒚1, 𝒚2, ⋯ , 𝒚𝑛 𝜦,
𝒚1, 𝒚2, ⋯ , 𝒚𝑛 = 𝒙1, 𝒙2, ⋯ , 𝒙𝑛 𝑸,

则𝑸−𝟏𝑨𝑸 = 𝜦.

因此,

𝑇在某组基下的矩阵为对角阵

⇔ A相似于对角阵, 即A可相似对角化.



设𝜆1, ⋯ , 𝜆ℎ是A所有互不相同的特征值, 它们
的几何重数为𝑘𝑖, 则A有

𝑘1 +⋯+ 𝑘ℎ

个线性无关的特征向量.

再设 𝜆𝑬 − 𝑨 = (𝜆 − 𝜆1)
𝑚1⋯ 𝜆 − 𝜆ℎ

𝑚ℎ ,其中
𝑚𝑖是𝜆𝑖的代数重数, 则𝑚1 +⋯+𝑚ℎ = 𝑛.

从而A可相似对角化⇔
𝑛 = 𝑘1 +⋯+ 𝑘ℎ

≤ 𝑚1 +⋯+𝑚ℎ = 𝑛,

即𝑘𝑖 = 𝑚𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , ℎ.



定理2 T 在某组基下的矩阵为对角阵⇔ 其每
个特征值的几何重数都等于代数重数.

注 仅需检验代数重数>1的特征值的几何重数.

例1 判断下列矩阵是否可相似对角化.

(1) 𝐴 =
1 −1
3 −3

,(2) 𝐴 =
−1 1 0
−4 3 0
2 0 −1

,

(3) 𝐴 =
2 0 0
0 5 −2
0 6 −2

.



例 2在线性空间 [ ]nxR 定义线性变换 T: 

( ( )) ( ),    (x) [ ] .nT f x f x f x= R  

① 求线性变换 T的特征值与特征向量;  

② 当 n>1 时, 是否存在 [ ]nxR 的基，使得 T在

其下的矩阵为对角阵？ 



解 ① 取𝐑[𝑥]𝑛中一组基1, 𝑥, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛−1, 则T

在这组基下的矩阵为

𝑨 =

0 1
0 2

⋱ ⋱
⋱ 𝑛 − 1

0

.

计算知T的特征值𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑛 = 0.

T 属于 0 的特征向量为c, c ≠ 0.

② 0的几何重数为1, 代数重数为n, 当n>1时,

不存在基使T 在其下的矩阵为对角阵.



例2 设𝑩 =
1 1
1 1

∈ 𝑃2×2, 定义线性变换

𝑇: 𝑃2×2 → 𝑃2×2, 𝑇 𝑿 = 𝑩𝑿 − 𝑿𝑩,

并记子空间𝑊 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

∈ 𝑃2×2 𝑏 + 𝑐 = 0 .

①求W 的一组基;

②证明W是T 的不变子空间;

③ 将T 看作W上的线性变换, 求其特征值与特
征向量;

④求W的基, 使T 在其下的矩阵为对角阵.



定理3 (Schur) 设n阶矩阵A的所有特征值为
λ1, λ2, …, λn (重根按重数计算), 则存在酉矩阵
U, 使得

𝑼𝑯𝑨𝑼 = 𝑼−1𝑨𝑼 =

𝜆1 ∗ ⋯ ∗
0 𝜆2 ⋯ ∗
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜆𝑛

.

注上定理的结论是一种特殊的相似关系, 称为
酉相似.

2.2.2  Schur定理



定义1 设ACnxn, 若AHA = AAH, 则称A为正规
矩阵.

① 若AH = A，则称A为Hermite矩阵;

② 若AH = − A, 则称A为反Hermite矩阵.

③ Hermite矩阵, 反Hermite矩阵和酉矩阵都是
正规矩阵, 但正规矩阵不限于此, 如

1 1
−1 1

,
2 0
0 𝑖

.

④ 实(反)Hermite矩阵就是实(反)对称矩阵.

2.2.3  正规矩阵



定理4 设A是n阶正规矩阵, 则存在酉矩阵U使
得

𝑼𝐻𝑨𝑼 = 𝑼−1𝑨𝑼 =

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑛

,

其中λ1, λ2, …, λn是A的所有特征值(重根按重
数计算).

注 正规矩阵酉相似于对角阵.



推论 ① Hermite矩阵的特征值均为实数.

② Hermite矩阵的不同特征值所对应的特征向
量(在酉空间Cn中)正交.

定义2 设A为Hermite矩阵, 𝒙 ∈ 𝐂𝑛, 称xHAx为
Hermite二次型.

① Hermite二次型可通过酉变换化为标准形.

② 若对任意x ≠ 0, 都有xHAx > 0, 则称A正定, 

记作A > 0;

③ 若对任意x, 都有xHAx ≥ 0, 则称A半正定, 

记作A ≥ 0.



定理 设A是Hermite矩阵, 则以下等价:

① A > 0;

② A的特征值全都 > 0;

③ 存在可逆矩阵B使得A = BHB.

定理 设A是Hermite矩阵, 则以下等价:

① A ≥ 0;

② A的特征值全都 ≥ 0;

③ 存在矩阵B使得A=BHB.

注 类似可定义负定和半负定, 且有类似结果.


