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定义1 设V是数域P上的线性空间, 如果对V中
任意向量x, 都有一个非负实数║x║与之对应,

且满足:

①正定性: x  0 时, ║x║> 0,

②齐次性: ║x║ = ||║x║, P,

③三角不等式: ║x + y║║x║+║y║,

就称║x║是向量x的范数, 并称定义了范数的
线性空间为赋范空间.

3.1  向量范数



注内积空间必定是赋范空间, 但反之未必.

向量范数的性质:

① ║x║= 0  x = 0;

② 若 x ≠ 0, 则
𝒙

𝒙
为单位向量;

③ 𝒙 − 𝒚 ≥ 𝒙 − 𝒚 .



例1 设 x = (1, 2,…, n)
T  Cn，定义

𝒙 1 = ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘| ,

证明║x║1为向量范数. 称此范数为1-范数.

证明 ①若 x ≠ 0, 则存在某个 j ≠ 0, 于是

𝒙 𝟏 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝜉𝑘

≥ 𝜉𝑗 > 0;



②计算可得

𝜆𝒙 1 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆𝜉𝑘

= ෍

𝑘=1

𝑛

𝜆 ∙ 𝜉𝑘

= 𝜆 ෍

𝑘=1

𝑛

𝜉𝑘

= 𝜆 ⋅ 𝒙 1;



③ 再设 𝒚 = (𝜁1, 𝜁2, … , 𝜁𝑛)
𝑇, 则

𝒙 + 𝒚 1 = ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘 + 𝜁𝑘|

≤ ෍

𝑘=1

𝑛

𝜉𝑘 + 𝜁𝑘

= ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘| +෍

𝑘=1

𝑛

|𝜁𝑘|

= 𝒙 1 + 𝒚 1.



例2 设x = (1, 2,…, n)
T  Cn，定义

𝒙 2 = ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
2 ,

证明║x║2为向量范数. 称此范数为2-范数.

证明 ║x║2就是Cn中标准内积所定义的范数,

即

𝒙 2 = (𝒙, 𝒙).



例3 设 x = (1, 2,…, n)
T  Cn, 定义

𝒙 ∞ = max
0≤𝑘≤𝑛

𝜉𝑘 ,

证明║x║为向量范数, 此范数称为-范数.

证明 ① 当 x 非零时, 𝜉𝑘不全为零, 因此 𝜉𝑘 中

至少有一个大于零, 于是
max
0≤𝑘≤𝑛

𝜉𝑘 > 0.



②计算可得
𝜆𝒙 ∞ = max

0≤𝑘≤𝑛
𝜆𝜉𝑘 = max

0≤𝑘≤𝑛
𝜆 ∙ 𝜉𝑘

= 𝜆 max
0≤𝑘≤𝑛

𝜉𝑘 = 𝜆 ⋅ 𝒙 ∞,

③再设 𝒚 = (𝜁1, 𝜁2, … , 𝜁𝑛)
𝑇, 则

𝒙 + 𝒚 ∞ = max
0≤𝑘≤𝑛

𝜉𝑘 + 𝜁𝑘

≤ max
0≤𝑘≤𝑛

( 𝜉𝑘 + 𝜁𝑘 )

≤ max
0≤𝑘≤𝑛

𝜉𝑘 + max
0≤𝑘≤𝑛

𝜁𝑘

= 𝒙 ∞ + 𝒚 ∞.



注 在Cn中, 对 x = (1, 2,…, n)
T, 定义

𝒙 𝑝 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝜉𝑘
𝑝

1
𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < +∞,

可以证明║x║p为向量范数, 称之为p-范数.



命题 lim
𝑝→+∞

𝒙 𝑝 = 𝒙 ∞.

证明设 x = (1, 2,…, n)
T, 若 x = 0, 则结论显然.

若 x  0, 则║x║ > 0, 且

𝒙 𝑝 = ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
𝑝

1
𝑝

= 𝒙 ∞ ෍

𝑘=1

𝑛
𝜉𝑘

𝑝

𝒙 ∞
𝑝

1
𝑝

.



𝒙 𝑝 = ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
𝑝

1
𝑝

= 𝒙 ∞ ෍

𝑘=1

𝑛
𝜉𝑘

𝑝

𝒙 ∞
𝑝

1
𝑝

.

注意到0 ≤ 𝜉𝑘 ≤ 𝒙 ∞, 且存在某个 k0使得

𝜉𝑘0 = 𝒙 ∞, 所以

1 ≤ ෍

𝑘=1

𝑛
𝜉𝑘

𝑝

𝒙 ∞
𝑝 ≤ 𝑛

于是

𝒙 ∞ ≤ 𝒙 𝒑 ≤
𝑝
𝑛 𝒙 ∞.



𝒙 ∞ ≤ 𝒙 𝑝 ≤
𝑝
𝑛 𝒙 ∞,

由于

lim
𝑝→+∞

𝑝
𝑛 = 1,

故有
lim

𝑝→+∞
𝒙 𝑝 = 𝒙 ∞.



例4 设║·║a是Cm上的一种向量范数, A  Cmn

的列线性无关, 对x  Cn, 定义║x║b=║Ax║a,

证明║x║b是Cn中的向量范数.

证明 ① 因为A的列线性无关, 所以当x  0时,

有Ax  0, 即得

║x║b =║Ax║a > 0.

② 计算得

║x║b =║A(x)║a =║Ax║a

=||║Ax║a = ||║x║b.



③ 再设 y  Cn, 则

║x + y║b=║A(x + y)║a=║Ax + Ay║a

║Ax║a+║Ay║a=║x║b+║y║b.

定义2 设║║a和║║b是线性空间V中的两种范
数, 若存在正数M, m, 使对任意xV,

m║x║b ║x║a  M║x║b,

就称║║a与║║b 等价.

引理 范数的等价关系满足反身性, 对称性,传
递性.



定理2有限维线性空间中任意两种范数都等价.

证明 由对称性和传递性可知只须证明任意范
数都与特定范数║║a等价即可.

取定V基e1,e2,…,en, 设 x =1e1+2e2+…+nen, 

定义

𝑥 𝑎 = |𝜉1|
2 +⋯+ |𝜉𝑛|

2.

设║║是V中的范数, 先证明║x║是(1,…,n)
T

的连续函数.



先证明║x║是(1,…,n)
T的连续函数.

设 y = 1e1+ 2e2+…+nen, 则

0  𝒙 − 𝒚  ║x − y║

=║(1 − 1)e1+…+(n − n)en║

 |1 −1|║e1║+…+|n −n|║en║

→ 0 (k→ k, k = 1, …, n).

即得.



已证║x║是(1,…,n)
T的连续函数.

注意到

𝑆 = (𝜉1, ⋯ , 𝜉𝑛)
𝑇 𝒙 𝑎 = 𝜉1

2 +⋯𝜉𝑛
2 = 1

是有界闭集, 因此

① ║x║在S上有最大值M和最小值m,

② S中没有零向量, 于是m > 0, 即有

m  ║x║  M,  x S.

当x  0时,  
𝒙

𝒙 𝑎
∈ 𝑆, 于是



当x  0时, 
𝒙

||𝒙||𝑎
∈ 𝑆, 于是

𝑚 ≤
𝒙

𝒙 𝑎
=

𝒙

𝒙 𝑎
≤ 𝑀,

即

m║x║a ║x║  M║x║a.

而当x = 0时, ║x║=║x║a= 0, 即得.



3.2  矩阵范数
• Cmn 可以看作mn维向量空间, 可自然定义
║A║1 , ║A║2 , ║A║∞.

• 矩阵还可视为线性空间之间的映射或变换.

• 矩阵范数有新的要求---相容性. 



定义1 如果对于任意的矩阵𝐴 ∈ 𝐂𝑛×𝑛, 都有一
个非负实数与之对应, 记为║A║, 且满足:

① 正定性: 当A  0时, ║A║ > 0;

② 齐次性: 对任意C, ║A║=||║A║;

③ 三角不等式: ║A + B║  ║A║+║B║;

④ 相容性: 有║AB║ ║A║║B║;

则称║A║是A的矩阵范数.



例1  设A = (aij)nn Cnn, 定义

𝑨 𝐹 = ෍

𝑖,𝑗=1

𝑛

|𝑎𝑖𝑗|
2 ,

证明║A║F是矩阵范数. 称为Frobenius范数,简
称F-范数.

证明 ║A║F就是把 A 视作为n2维向量的2-范数,

从而满足正定性, 齐次性, 三角不等式, 因此, 

只需证明它满足相容性.



设A = (aij)nn, B = (bij)nn,

𝑨𝑩 = (𝑑𝑖𝑗)𝑛×𝑛, 𝑑𝑖𝑗 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗 ,

由Cauchy-Schwarz不等式可知

𝑑𝑖𝑗
2
= ෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

2

≤ ෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘
2෍

𝑘=1

𝑛

𝑏𝑘𝑗
2
,



所以

𝑨𝑩 𝐹
2 = ෍

𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑑𝑖𝑗
2

≤ ෍

𝑖,𝑗=1

𝑛

෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘
2෍

𝑘=1

𝑛

𝑏𝑘𝑗
2

= ෍

𝑖,𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘
2 ෍

𝑘,𝑗=1

𝑛

𝑏𝑘𝑗
2

= 𝑨 𝐹
2 ∙ 𝑩 𝐹

2 .



① 𝑨 𝐹 = tr 𝑨𝑨𝑯 = tr 𝑨𝑯𝑨 .

② 乘以酉矩阵不改变F-范数.

设Q为酉矩阵, 则

𝑸𝑨 𝐹
2 = tr (𝑸𝑨)𝑯𝑸𝑨

= tr 𝑨𝑯𝑸𝑯𝑸𝑨

= tr 𝑨𝑯𝑨 = 𝑨 𝐹
2 ,

𝑨𝑸 𝐹
2 = tr 𝑨𝑸(𝑨𝑸)𝑯

= tr 𝑨𝑸𝑸𝑯𝑨𝑯

= tr 𝑨𝑨𝑯 = 𝑨 𝐹
2 .



矩阵范数与向量范数之间的相容性.

定义2 设║║M为Cnn中的矩阵范数, ║║V为Cn

中的向量范数. 若对任意 ACnn, xCn , 总有

║Ax║V  ║A║M║x║V,

就称矩阵范数║║M与向量范数║║V 相容.



例2 Cnn中的F-范数与Cn中的2-范数相容.

证明 设 A=(aij)nn, x = (1, 2,…, n)
T, 令

Ax = (𝜁1, 𝜁2,…, 𝜁n)
T,   𝜁𝑖 = σ𝑘=1

𝑛 𝑎𝑖𝑘𝜉𝑘 .

由Cauchy-Schwarz不等式可得,

|𝜁𝑖|
2 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝑎𝑖𝑘𝜉𝑘

2

≤ ෍

𝑘=1

𝑛

|𝑎𝑖𝑘|
2෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
2 ,

其中i = 1, 2,…, n.



所以

𝑨𝒙 2
2 =෍

𝑖=1

𝑛

|𝜁𝑖|
2

≤෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑘=1

𝑛

|𝑎𝑖𝑘|
2෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
2

= ෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑘=1

𝑛

|𝑎𝑖𝑘|
2 ෍

𝑘=1

𝑛

|𝜉𝑘|
2

= 𝑨 𝐹
2 ∙ 𝒙 2

2.



注对任意Cnn中的矩阵范数║║M , 必定存在
Cn中的向量范数║║V 与之相容.

取非零向量 αCn, 定义

║x║V = ║xαH║M, xCn,

则对任意 ACnn, 总有

║Ax║V = ║AxαH║M 

 ║A║M║xαH║M

 = ║A║M ║x║V .



① 矩阵范数与向量范数的相容性可用于估计
Ax 的范数的上界:

║Ax║2 ║A║F║x║2.

② 注意 𝑬 𝐹 = 𝑛, 于是

║x║2 = ║Ex║2  𝑛║x║2,

可见用F-范数估计上界不够精确.

③ 是否有矩阵范数能够作更精确的估计?



3.3  矩阵的算子范数
定义1 设║║V为Cn中的范数, ACnn, 定义

𝑨 𝑀 = max
𝒙≠0

𝑨𝒙 𝑉

𝒙 𝑉
= max

𝒙 𝑉=1
𝑨𝒙 𝑉 ,

则║║M为与║║V 相容的矩阵范数, 如此定义
的范数称算子范数.

注 由上定义知对Cn中的任意向量x，都有

║Ax║V ║A║M║x║V,

且存在x0 ≠ 0使得║Ax0║V =║A║M║x0║V.



命题 矩阵算子范数是矩阵范数.

证明 ① 由向量范数║║V的正定性、齐次性和
三角不等式可得║║M也具有这些性质.

② 相容性: 对矩阵AB, 有非零向量x0, 使得

║AB║M║x0║V =║ABx0║V

║A║M║Bx0║V

 ║A║M║B║M║x0║V,

约去正数║x0║V, 即得║AB║M ║A║M║B║M.



① 算子范数由向量范数定义,

② 称算子范数║║M 从属于向量范数║║V .

③ 为方便, 把算子范数║║M 也记作║║V ,

④ 相容性可记为║Ax║V ║A║V ║x║V .



以下给出从属于║║1, ║║∞, ║║2的算子范数.

① 我们先给出这些算子范数的结果,

② 再证明它们分别从属于║║1, ║║∞, ║║2 .

注意实函数f(A)是从属于║║V 的算子范数, 即

𝑓 𝑨 = max
𝒙≠0

𝑨𝒙 𝑉

𝒙 𝑉
⇔

1) 对任意向量x, 有║Ax║V  f(A)║x║V ,

2) 存在非零向量x0使得║Ax0║V = f(A)║x0║V .



定理1(列范数) 设矩阵A = (aij)nnCnn, 则从
属于向量1-范数的矩阵算子范数║A║1为:

𝑨 1 = max
1≤𝑗≤𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 .

注 ║A║1为A的列向量的1-范数的最大值, 故
也称为A的列范数.



定理2(行范数) 设矩阵A = (aij)nnCnn, 则A从
属于向量-范数的算子范数║A║为:

𝑨 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 .

注 ║A║为A的行向量的1-范数的最大值, 故
也称为A的行范数.



定理3(谱范数) 设矩阵A = (aij)nnCnn, 则A从
属于向量2-范数的算子范数║A║2为:

𝑨 2 = 𝜆max(A
HA).

其中max(A
HA)为AHA的最大特征值.

注 ║A║2是半定矩阵AHA的最大特征值, 矩阵
特征值的最大模称为谱半径, 故║A║2也称为
谱范数.



例3 设

𝑨 =
2 −1 0
0 2 3
1 2 0

,

求║A║1, ║A║∞, ║A║F, ║A║2.

解 计算可知

𝑨 𝟏 = 5, 𝑨 ∞ = 5, 𝑨 F = 23,

𝑨H𝑨 =
5 0 0
0 9 6
0 6 9

, 𝑨 2 = 15.



例4 设ACnn且A的算子范数║A║ < 1. 证明: 

E − A可逆, 且

(𝑬 − 𝑨)−1 ≤
1

1 − 𝑨
,

(𝑬 − 𝑨)−1 − 𝑬 ≤
𝑨

1 − 𝑨
.



3.4  矩阵序列
定义1 给定矩阵序列Ak = (aij

(k))Cmn, 如果每
个矩阵相同位置的元构成的数列都收敛:

lim
𝑘→∞

𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

= 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1,2, … ,𝑚, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛,

则称由极限值组成的矩阵A = (aij)为矩阵序列
Ak的极限, 或矩阵序列Ak收敛于A, 记作

lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 = 𝑨 或 𝑨𝑘 → 𝑨 (𝑘 → ∞).

注 当m = 1或n = 1时, 即得向量序列收敛的定
义.



例1 设

𝑨𝑘 =

1 +
1

𝑘

(−1)𝑘

𝑘2

1 +
1

𝑘

𝑘
sin 𝑘

𝑘

,

求 lim
𝑘→∞

𝑨𝑘.

解 lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 =
1 0
𝑒 0

.



定理1 设║║是矩阵空间Cnn的任一范数, 则
lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 = 𝑨 ⇔ lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 − 𝑨 = 0

注 ① 由范数的等价性知, 仅需对某一种范数
证明即可.

② 上定理对Cn中的向量序列和任一向量范数
也成立.

定理2 收敛的矩阵(向量)序列的范数有界. (任
一种范数).



定理2 收敛的矩阵(向量)序列的范数有界. (任
一种范数).

证明 设Ak → A, 则║Ak − A║→ 0, 所以数列
║Ak − A║有界

于是存在M > 0, 使得对任意k, 都有

║Ak − A║  M,

从而

║Ak║  ║Ak − A║ + ║A║

 M + ║A║.



命题 设下列极限和运算都有意义, 则
① lim

𝑘→∞
(𝑨𝑘 + 𝑩𝑘) = lim

𝑘→∞
𝑨𝑘 + lim

𝑘→∞
𝑩𝑘;

② lim
𝑘→∞

(𝜆𝑘𝑨𝑘) = lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 lim
𝑘→∞

𝑨𝑘;

③ lim
𝑘→∞

(𝑨𝑘𝑩𝑘) = lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 lim
𝑘→∞

𝑩𝑘;

④ lim
𝑘→∞

𝑨𝑘
−1 = lim

𝑘→∞
𝑨𝑘

−1
.

证明 只证明③, ④, 类似可证明①, ②.

注 ①, ②对Cn中的向量也成立.



③ 设Ak → A, Bk → B (k→), 则

║Ak − A║→ 0, ║Bk − B║→ 0 (k→).

注意║Bk║有界, 所以
𝑨𝑘𝑩𝑘 − 𝑨𝑩

= (𝑨𝑘𝑩𝑘 − 𝑨𝑩𝑘) + (𝑨𝑩𝑘 − 𝑨𝑩)
≤ 𝑨𝑘 − 𝑨 ⋅ 𝑩𝑘 + 𝑨 ⋅ 𝑩𝑘 −𝑩)

→ 0 𝑘 → ∞ ,

由定理1得
lim
𝑘→∞

(𝑨𝑘𝑩𝑘) = 𝑨𝑩 = lim
𝑘→∞

𝑨𝑘 lim
𝑘→∞

𝑩𝑘 .



④ 设 Ak → A (k → ∞), 则 𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

→ 𝑎𝑖𝑗(𝑘 → ∞),

注意到Ak*, |Ak|和A*, |A|分别由 aij
(k) 和 aij 进行

加, 减, 乘运算所得, 于是由数列极限性质可得
lim
𝑘→∞

𝑨𝑘
∗ = 𝑨∗, lim

𝑘→∞
|𝑨𝑘| = |𝑨|.

所以

lim
𝑘→∞

𝑨𝑘
−1 = lim

𝑘→∞

𝑨𝑘
∗

|𝑨𝑘|

=
𝑨∗

|𝑨|
= 𝑨−1 = lim

𝑘→∞
𝑨𝑘

−1
.



定理3 Ak → O (k → ∞) ⇔ A所有特征值的模
都小于1.

证明 设A = QJQ −1, J为A的Jordan标准形, 则

Ak = QJkQ −1,

于是

Ak → O ⇔ Jk → O,

而Jk → O ⇔ J中所有Jordan块的k次幂→ O.



设 𝑱𝟎 =

𝜆0 1

𝜆0 ⋱

⋱ 1
𝜆0 𝑟×𝑟

是J的Jordan块

应用归纳法计算可得

𝑱0
𝑘 =

𝜆0
𝑘 𝑘𝜆0

𝑘−1 ⋯
𝑘

𝑟 − 1
𝜆0
𝑘−𝑟+1

𝜆0
𝑘 ⋱ ⋮

⋱ 𝑘𝜆0
𝑘−1

𝜆0
𝑘

𝑟×𝑟

.



于是
lim
𝑘→∞

𝑱𝑘 = 𝑂 ⇔ 𝜆0 < 1,

而0为A的特征值, 因此Ak→ O ⇔A的所有特
征值的模都小于1.

定理4 若║A║< 1, 则Ak→ O (k → ) .

证明 注意到

║Ak║  ║A║k → 0 (k → ),

于是║Ak║→ 0 (k → ), 由定理1即得

Ak→ O (k → ) .



例2 判断Ak的敛散性, 其中

① 𝑨 =
0.2 0.1 0.2
0.5 0.5 0.4
0.1 0.3 0.2

,②𝑨 =
1

6
1 −8
−2 1

.

解 ① 因为║A║1 = 0.9 < 1, 所以Ak→ O.

② 由A的特征值为
5

6
, −

1

2
, 于是Ak→ O.



3.5  矩阵幂级数的敛散性
矩阵幂级数是定义矩阵函数的基础.

定义1 给定Cmn中一个矩阵序列

A0, A1, …, Ak, …,

其和式

෍

𝑘=0

∞

𝑨𝑘 = 𝑨0 + 𝑨1 +⋯+ 𝑨𝑘 +⋯

称为矩阵级数.



定义2 称

𝑺𝑁 = ෍

𝑘=0

𝑁

𝐴𝑘

为σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘的部分和序列, 若SN → S, 就称矩

阵级数σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘收敛到S,或称S为σ𝑘=0

∞ 𝑨𝑘的和, 

记作

𝑺 = ෍

𝑘=0

∞

𝐴𝑘 .



① Cmn中矩阵级数相当于mn个数项级数. 

②如果这mn个数项级数都绝对收敛, 就称该
矩阵级数绝对收敛. 

③绝对收敛一定收敛, 且任意改变级数各项的
位置后仍绝对收敛, 且和不变.

例1 讨论σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘的敛散性, 其中

𝑨𝑘 =

1

2𝑘
𝜋

4𝑘

0
1

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)

.



定理1 Cnn中的矩阵级数σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘绝对收敛⇔

对任一矩阵范数║║, 正项级数σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘 收敛.

证明 由等价性知对矩阵的1-范数证明即可.

(⇐)设σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘 1收敛, 𝑨𝑘 = (𝑎𝑖𝑗

(𝑘)
)𝑛×𝑛, 注意

|𝑎𝑖𝑗
(𝑘)
| ≤ 𝑨𝑘 1, 1  i, j  n,

于是σ𝑘=0
∞ 𝑎𝑖𝑗

(𝑘)
收敛, 即得σ𝑘=0

∞ 𝑨𝑘绝对收敛.



(⇒)设σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘绝对收敛,则σ𝑘=0

∞ |𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

|都收敛,

从而σ𝑘=0
∞ σ𝑖,𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

收敛.

对矩阵1-范数, 有

𝑨𝑘 1 = max
1≤𝑗≤𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

≤ ෍

𝑖,𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗
(𝑘)

,

因此σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘 1收敛.



定理2 设P, Q为给定矩阵, 若σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘收敛(绝

对收敛), 则σ𝑘=0
∞ 𝑷𝑨𝑘𝑸也收敛(绝对收敛), 且

෍

𝑘=0

∞

𝑷𝑨𝑘𝑸 = 𝑷 ෍

𝑘=0

∞

𝑨𝑘 𝑸.



证明 设σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘 → 𝑺, 则 σ𝑘=0

𝑁 𝑨𝑘 − 𝑺 → 0, 

故

෍

𝑘=0

𝑁

𝑷𝑨𝑘𝑸 − 𝑷𝑺𝑸 = 𝑷 ෍

𝑘=0

𝑁

𝑨𝑘 − 𝑺 𝑸

≤ 𝑷 ෍

𝑘=0

𝑁

𝑨𝑘 − 𝑺 𝑸 → 0.

即得 lim
𝑁→∞

σ𝑘=0
𝑁 𝑷𝑨𝑘𝑸 = 𝑷𝑺𝑸.



若σ𝑘=0
∞ 𝑨𝑘绝对收敛, 则σ𝑘=0

∞ 𝑨𝑘 收敛, 而

║PAkQ║  ║P║║Ak║║Q║,

于是σ𝑘=0
∞ 𝑷𝑨𝑘𝑸 也收敛, 即得σ𝑘=0

∞ 𝑷𝑨𝑘𝑸绝
对收敛.

定义(矩阵幂级数) 给定复方阵A和一个复数序
列ck, 称方阵级数

෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝑨
𝑘 = 𝑐0𝑬 + 𝑐1𝑨 + 𝑐2𝑨

2 +⋯

为A的幂级数.



定理3 若σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑧

𝑘的收敛半径为R, 且A有一
种矩阵范数║A║< R, 则σ𝑘=0

∞ 𝑐𝑘𝑨
𝑘绝对收敛.

证明 注意到

║ckA
k║  |ck|║A║k,

由║A║<R 知

σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘 ∙ 𝑨 𝑘收敛

⇒ σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘 收敛

⇒ σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘绝对收敛.



定义3 设ACnn, 1, 2,…, n为A的全部特征
值, 称𝜌(𝑨) = max

1≤𝑘≤𝑛
|𝜆𝑘|为A的谱半径.

注 𝜌(𝑨)是矩阵范数的最大下界

定理4 谱半径不超过任一矩阵范数.

证明 设Ax = x, x ≠ 0, 对任一矩阵范数, 都有
𝑨𝒙 = 𝜆𝒙 = 𝜆 ∙ 𝒙
⇒ 𝜆 ∙ 𝒙 ≤ 𝑨 ⋅ 𝒙 .

由x非零可知║x║>0, 于是 𝜆 ≤ 𝑨 ,从而
𝜌(𝑨) = max | 𝜆| ≤ 𝑨 .



分别取矩阵1-范数, -范数和2-范数, 对矩阵
𝑨 = (𝑎𝑖𝑗)𝑛×𝑛可得

𝜌 𝑨 ≤ 𝑨 1 = max
1≤𝑗≤𝑛

෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 ,

𝜌 𝑨 ≤ 𝑨 ∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗 ,

𝜌 𝑨 ≤ 𝑨 2 = 𝜌 𝑨𝐻𝑨 .



定理5 若A为n阶正规矩阵, 则𝜌(𝑨) = 𝑨 2.

证明 设A的全部特征值为𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛, 且
𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 ,

则𝜌(𝑨) = |𝜆1|.

由A是正规矩阵知存在酉矩阵U使得

𝑼𝐻𝑨𝑼 =

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑛

,



计算得

𝑼𝐻𝑨𝐻𝑨𝑼 =

𝜆1
2

𝜆2
2

⋱
𝜆𝑛

2

,

于是

𝑨 2 = 𝜆max(A
HA)

= 𝜆1 = 𝜌 𝑨 .



定理6 设A为给定的方阵, 则对任意 >0, 都存
在某个矩阵范数║║, 使得║A║  (A) + .

证明 设A的Jordan标准形为J, 则有可逆矩阵
Q, 使得

𝑸−1𝑨𝑸 = 𝑱 =

𝜆1 𝑐1
𝜆2 ⋱

⋱ 𝑐𝑛−1
𝜆𝑛

,

其中k为A的特征值, ck等于0或1.



令𝑫 =

1
𝜀

⋱
𝜀𝑛−1

, 则

𝑫−1𝑱𝑫 =

𝜆1 𝜀𝑐1
𝜆2 ⋱

⋱ 𝜀𝑐𝑛−1
𝜆𝑛

.



对Cnn中的矩阵B, 定义

f(B) = ║D −1P −1BPD║1.

容易验证f(B)是矩阵范数, 记为║B║, 则

║A║ = ║D −1P −1APD║1

= max 𝜆1 , 𝜀𝑐1 + 𝜆2 , … , 𝜀𝑐𝑛−1 + 𝜆𝑛
≤ 𝜌 𝑨 + 𝜀.

注上面构造的范数与A有关.



定理7 设幂级数σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑧

𝑘的收敛半径为R,
ACnn, 则

① 当(A) < R时, σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘绝对收敛,

② 当(A) > R时, σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘发散.

证明① 当𝜌 𝑨 < 𝑅时, 存在正数𝜀使得
𝜌 𝑨 + 𝜀 < 𝑅,

于是存在某个矩阵范数║A║使║A║ < R, 因此

σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘绝对收敛.



反之, 若(A) > R, 设
𝜌 𝑨 = 𝜆0 > 𝑅, 𝑨𝒙0 = 𝝀0𝒙0, 𝒙0

𝐻𝒙0 = 1

如果σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝑨

𝑘收敛, 那么

𝒙0
𝐻 ෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝑨
𝑘 𝒙0 = ෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝒙0
𝐻𝑨𝑘𝒙0

= ෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝒙0
𝐻𝜆0

𝑘𝒙0 = ෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝜆0
𝑘(𝒙0

𝐻𝒙0) = ෍

𝑘=0

∞

𝑐𝑘𝜆0
𝑘

也收敛, 与σ𝑘=0
∞ 𝑐𝑘𝜆0

𝑘发散矛盾, 即得.



例2 设

𝑨 =
−2 1 −1
1 −2 0
0 0 3

,

判别矩阵幂级数

෍

𝑘=1

∞
1

𝑘(𝑘 + 1)
−
𝑨

4

𝑘

的敛散性.

解 𝜌 𝑨 = 3, 𝑅 = 4, 因此绝对收敛.



例3 设

𝑨 =
1

10
1 7
3 6

,

判定σ𝑘=1
∞ 𝑨𝑘的敛散性, 收敛时求其和.

解 𝑨 ∞ =
9

10
< 1, 故绝对收敛, 和等于

(𝑬 − 𝑨)−𝟏=
1

3
8 14
6 18

.


