
第4章 矩阵函数

4.1  矩阵函数的定义 用Jordan

标准形计算矩阵函数

4.2  用待定系数法计算矩阵函数



4.1  矩阵函数的定义用Jordan标准
形计算矩阵函数

4.1.1  矩阵函数的定义

4.1.2  用Jordan标准形计算矩阵函数



4.1.1  矩阵函数的定义

问 对𝑒𝑥, sin 𝑥, ln 𝑥等函数, 能否定义出相应的
矩阵函数?

答用矩阵幂级数来定义矩阵函数.



定义1设函数𝑓(𝜆)可展成幂级数:

𝑓(𝜆) = 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝜆
𝑘 ,

其收敛半径为𝑅, 当𝜌(𝑨) < 𝑅时, 定义𝑨的矩阵
函数

𝑓(𝑨) = 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑨
𝑘 .



例如

𝑒𝜆 =

𝑘=0

∞
𝜆𝑘

𝑘!
, 𝑅 = ∞,

⇒ 𝑒𝑨 =

𝑘=0

∞
𝑨𝑘

𝑘!
, ∀𝑨;



sin 𝜆 = 

𝑘=0

∞
(−1)𝑘𝜆2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
, 𝑅 = ∞,

⇒ sin𝑨 = 

𝑘=0

∞
(−1)𝑘𝑨2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!
, ∀𝑨;

ln(1 + 𝜆) = 

𝑘=1

∞
(−1)𝑘−1𝜆𝑘

𝑘
, 𝑅 = 1,

⇒ ln(𝑬 + 𝑨) = 

𝑘=1

∞
(−1)𝑘−1𝑨𝑘

𝑘
, 𝜌(𝑨) < 1.



例1 设4阶矩阵𝑨的全部特征值为𝜋,−𝜋, 0,0, 计
算𝑒𝑨, sin 𝑨.

解 𝑨的特征多项式为
𝑓(𝜆) = (𝜆 − 𝜋)(𝜆 + 𝜋)𝜆2 = 𝜆4 − 𝜋2𝜆2,

由Cayley-Hamilton定理可知
𝑨4 = 𝜋2𝑨2,

于是
𝑨2𝑘 = 𝜋2𝑘−2𝑨2,

𝑨2𝑘+1 = 𝜋2𝑘−2𝑨3, 𝑘 = 2,3,⋯ .



计算可得

𝑒𝑨 =𝐸 + 𝑨 +
𝑨2

2!
+
𝑨

3!
+
𝑨4

4!
+
𝑨5

5!
+ ⋯

= 𝐸 + 𝑨 +
𝑨2

2!
+
𝑨3

3!
+
𝜋2𝑨2

4!
+
𝜋2𝑨3

5!
+⋯

= 𝐸 + 𝑨 +
1

2!
+
𝜋2

4!
+ ⋯ 𝑨2

+
1

3!
+
𝜋2

5!
+ ⋯ 𝑨3,



= 𝐸 + 𝑨 + 1 +
𝜋2

2!
+
𝜋4

4!
+⋯ − 1

𝑨2

𝜋2

+ 𝜋 +
𝜋3

3!
+
𝜋5

5!
+⋯ − 𝜋

𝑨3

𝜋3

= 𝐸 + 𝑨 +
𝑒𝜋+𝑒−𝜋

2
− 1

𝑨2

𝜋2

+
𝑒𝜋−𝑒−𝜋

2
− 𝜋

𝑨3

𝜋3
.



sin𝑨 = 𝑨 −
𝑨3

3!
+
𝑨5

5!
−
𝑨7

7!
+⋯

= 𝑨−
𝑨3

3!
+
𝜋2𝑨3

5!
−
𝜋4𝑨3

7!
+ ⋯

= 𝑨 + 𝜋 −
𝜋3

3!
+
𝜋5

5!
−
𝜋7

7!
+ ⋯ − 𝜋

𝑨3

𝜋3

= 𝑨 + sin 𝜋 − 𝜋
𝑨3

𝜋3

= 𝑨 −
1

𝜋2
𝑨3.



对给定的矩阵𝑨:

①零化多项式使𝑨的高次幂化为低次幂, 从而
使矩阵幂级数转化为一个多项式;

② 𝑓(𝑨)的值就等于𝑨的一个多项式;

③可设该多项式的次数小于𝑨的最小多项式
的次数;

本章介绍两种计算矩阵函数方法: Jordan标
准形法和待定系数法.



4.1.2 用Jordan标准形计算矩阵函数

后续推理中常用到以下性质:



𝑘=1

∞

𝑷𝑨𝑘𝑸 = 𝑷 

𝑘=1

∞

𝑨𝑘 𝑸;



𝑘=1

∞ 𝑨1
(𝑘)

⋱

𝑨𝑠
(𝑘)

=



𝑘=1

∞

𝑨1
(𝑘)

⋱



𝑘=1

∞

𝑨𝑠
(𝑘)

.



设

𝑓 𝜆 = 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝜆
𝑘 , 𝑨 = 𝑸𝑱𝑸−𝟏,

𝑱 =
𝑱1

⋱
𝑱𝑠

,

其中𝑱是𝑨的Jordan标准形, 𝑱𝑘为Jordan块.



计算可得

𝑓 𝑨 = 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑨
𝑘 = 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘(𝑸𝑱𝑸
−1)𝑘

= 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑸𝑱
𝑘𝑸−1 = 𝑸 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑱
𝑘 𝑸−1

= 𝑸 

𝑘=0

∞

𝑎𝑘

𝑱1
𝑘

⋱
𝑱𝑠
𝑘

𝑸−1



= 𝑸



𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑱1
𝑘

⋱



𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑱𝑠
𝑘

𝑸−1

= 𝑸

𝑓(𝑱1)

⋱
𝑓(𝑱𝑠)

𝑸−1.

注矩阵函数的可化为Jordan块的函数.



下面讨论Jordan块𝑱0 = 𝑱(𝜆0, ℎ)的函数𝑓(𝑱0).

𝑓(𝜆) = 

𝑘=0

∞
𝑓(𝑘)(𝜆0)

𝑘!
(𝜆 − 𝜆0)

𝑘 ,

则

𝑓(𝑱0) = 

𝑘=0

∞
𝑓(𝑘)(𝜆0)

𝑘!
(𝑱0 − 𝜆0𝑬)

𝑘

其中𝑱0 − 𝜆0𝑬 = 𝑱(0, ℎ).



性质记 𝑱 0, ℎ =

0 1
0 ⋱

⋱ ⋱
⋱ 1

0

,则

𝑱 0, ℎ 2 =

0 0 1
0 ⋱ ⋱

⋱ ⋱ 1
⋱ 0

0

, ⋯ ,

𝑱 0, ℎ ℎ−1 =

0 ⋯ ⋯ 1
⋱ ⋮

⋱ ⋮
0

,

𝑱 0, ℎ ℎ = 𝑶.



于是

𝑓 𝑱0 = 

𝑘=0

ℎ−1
𝑓 𝑘 𝜆0

𝑘!
𝑱 0, ℎ 𝑘

= 𝑓 𝜆0 𝑬 + 𝑓′ 𝜆0 𝑱 0, ℎ +
𝑓″ 𝜆0
2!

𝑱 0, ℎ 2 +

⋯+
𝑓 ℎ−1 𝜆0
ℎ − 1 !

𝑵ℎ−1



=

𝑓(𝜆0) 𝑓′(𝜆0)
𝑓″(𝜆0)

2!
⋯

𝑓(ℎ−1)(𝜆0)

(ℎ − 1)!

𝑓(𝜆0) 𝑓′(𝜆0) ⋱ ⋮

𝑓(𝜆0) ⋱
𝑓″(𝜆0)

2!
⋱ 𝑓′(𝜆0)

𝑓(𝜆0)

.

注 𝑓 𝑱0 存在⇔ 𝑓(𝑗)(𝜆0)存在, 𝑗 = 0,1,⋯ , ℎ − 1.



定理1 设矩阵𝑨的最小多项式为
𝑚(𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)

𝑗1 ⋯(𝜆 − 𝜆𝑡)
𝑗𝑡

则𝑓(𝑨)存在⇔
𝑓(𝑘)(𝜆𝑖) (𝑘 = 0,1,⋯ , 𝑗𝑖 − 1; 𝑖 = 1,⋯ , 𝑡)

都存在.

注①当𝑓(𝜆)以幂级数的形式给出, 且𝜌(𝑨)小
于收敛半径𝑅时, 定理1的条件自然满足.

②定理1意义在于对一般函数𝑓(𝜆)给出𝑓(𝑨)
存在的充要条件.



用Jordan标准形计算矩阵函数步骤:

①求𝑨的Jordan标准形𝑱和过渡矩阵𝑸, 使得
𝑨 = 𝑸𝑱𝑸−1,

②计算

𝑓 𝑱 =
𝑓 𝑱1

⋱
𝑓 𝑱𝑠

,



若𝑱𝑘 = 𝑱(𝜆𝑘 , 𝑛𝑘), 则

𝑓(𝑱𝑘) =

𝑓(𝜆𝑘) 𝑓′(𝜆𝑘) ⋯
𝑓(𝑛𝑘−1)(𝜆𝑘)

(𝑛𝑘 − 1)!

𝑓(𝜆𝑘) ⋱ ⋮

⋱ 𝑓′(𝜆𝑘)

𝑓(𝜆𝑘)

.

③计算𝑓 𝑨 = 𝑸𝑓(𝑱)𝑸−1.



例2 设

𝑨 =
2 0 0
1 1 1
1 −1 3

,

求𝑒𝑨, 𝑒𝑨𝑡 , sin 𝑨.

解计算得 𝑱 =
2 0 0
0 2 1
0 0 2

,

𝑸 =
1 0 1
1 1 0
0 1 0

, 𝑸−1 =
0 1 −1
0 0 1
1 −1 1

.



①对𝑒𝑨, 𝑓(𝜆) = 𝑒𝜆, 𝑓′(𝜆) = 𝑒𝜆,于是

𝑒𝑨 =𝑓 𝑨 = 𝑸𝑓 𝑱 𝑸−1

= 𝑸
𝑒2 0 0
0 𝑒2 𝑒2

0 0 𝑒2
𝑸−1

= 𝑒2
1 0 0
1 0 1
1 −1 2

.



②对𝑒𝑨𝑡, 𝑓(𝜆) = 𝑒𝜆𝑡, 𝑓′(𝜆) = 𝑡𝑒𝜆𝑡, 于是
𝑒𝑨𝑡 =𝑓(𝑨) = 𝑸𝑓(𝑱)𝑸−1

= 𝑸
𝑒2𝑡 0 0
0 𝑒2𝑡 𝑡𝑒2𝑡

0 0 𝑒2𝑡
𝑸−1

= 𝑒2𝑡
1 0 0
𝑡 1 − 𝑡 𝑡
𝑡 −𝑡 1 + 𝑡

.



③对sin𝑨, 𝑓(𝜆) = sin 𝜆, 𝑓′(𝜆) = cos 𝜆, 于是
sin𝑨 = 𝑓(𝑨) = 𝑸𝑓(𝑱)𝑸−1

= 𝑸
sin 2 0 0
0 sin 2 cos 2
0 0 sin 2

𝑸−1

=
sin 2 0 0
cos 2 sin 2 − cos 2 cos 2
cos 2 − cos 2 sin 2 + cos 2

.



4.2  用待定系数法计算矩阵函数

对取定的𝑨以及𝑨 = 𝑸𝑱𝑸−1.

①计算𝑓(𝑨), 最终归结为计算𝑓(𝑱𝑘).

②若𝑱𝑘 = 𝑱(𝜆𝑘 , 𝑛𝑘), 则𝑓(𝑱𝑘)由𝑓 𝑖 𝜆𝑘 , 𝑖 =
0,1, … , 𝑛𝑘 − 1唯一确定.

③对两个函数𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆), 只要

𝑓 𝑖 (𝜆𝑘) = 𝑔 𝑖 (𝜆𝑘), 𝑖 = 0,1, … , 𝑛𝑘 − 1,

就有𝑓(𝑨) = 𝑔(𝑨).



定义1 设矩阵𝑨的最小多项式为
𝑚(𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)

𝑗1(𝜆 − 𝜆2)
𝑗2 ⋯(𝜆 − 𝜆𝑡)

𝑗𝑡 ,

称集合{(𝜆𝑖 , 𝑗𝑖)|𝑖 = 1,⋯ , 𝑡}为𝑨的谱, 记为𝛬𝑨.

定义2设𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆)是两个函数, 如果

𝑓 𝑘 𝜆𝑖 = 𝑔 𝑘 𝜆𝑖 , ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗𝑖 − 1,

就称𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆)在𝜦𝑨上相等, 记作
𝑓 𝛬𝑨 = 𝑔 𝛬𝑨 .

注若𝜕𝑚 𝜆 = 𝑚 = 𝑗1 +⋯+ 𝑗𝑡, 则𝑓 𝛬𝑨 =
𝑔 𝛬𝑨 中有𝑚个等式.



定理对于矩阵𝑨和两个函数𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆), 有
𝑓(𝑨) = 𝑔(𝑨) ⇔ 𝑓(𝛬𝑨) = 𝑔(𝛬𝑨).

①设𝑨的最小多项式的次数为𝑚, 则对任意函
数𝑓(𝜆), 存在一个次数不超过𝑚 − 1的多项式
𝑔(𝜆), 使得𝑓(𝑨) = 𝑔(𝑨).

②由𝑔(𝛬𝑨) = 𝑓(𝛬𝑨)可得以𝑔(𝜆)的𝑚个系数为
未知量的𝑚个线性方程.

③可以证明该线性方程组存在唯一解, 由此
即可确定𝑔(𝜆).



用待定系数法计算矩阵函数步骤:

①求𝑨的最小多项式
𝑚(𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)

𝑗1(𝜆 − 𝜆2)
𝑗2 ⋯(𝜆 − 𝜆𝑡)

𝑗𝑡 .

②记𝜕𝑚 𝜆 = 𝑚, 设
𝑔 𝜆 = 𝑎0 + 𝑎1𝜆 +⋯+ 𝑎𝑚−1𝜆

𝑚−1,

其中𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1为待定系数.

③由𝑔(𝛬𝑨) = 𝑓(𝛬𝑨)列出𝑚个线性方程, 解出
𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚−1.

④ 𝑓 𝑨 = 𝑔 𝑨 = 𝑎0 + 𝑎1𝑨 +⋯+ 𝑎𝑚−1𝑨
𝑚−1.



例1设𝑨 =
2 0 0
1 1 1
1 −1 3

, 求𝑒𝑨, 𝑒𝑨𝑡, sin 𝑨.

解 𝛬𝑨 = {(2,2)},设𝑔(𝜆) = 𝑎0 + 𝑎1𝜆.

①对𝑒𝑨, 𝑓 = 𝑒𝜆, 𝑓′ = 𝑒𝜆, 由𝑔(𝛬𝑨) = 𝑓(𝛬𝑨)

解得𝑎0 = −𝑒2, 𝑎1 = 𝑒2,于是
𝑒𝑨 =− 𝑒2𝑬 + 𝑒2𝑨

= 𝑒2
1 0 0
1 0 1
1 −1 2

.



②对𝑒𝑨𝑡 , 𝑓 = 𝑒𝜆𝑡, 𝑓′ = 𝑡𝑒𝜆𝑡, 由𝑔 𝛬𝑨 = 𝑓 𝛬𝑨
解得

𝑎0 = 1 − 2𝑡 𝑒2𝑡, 𝑎1 = 𝑡𝑒2𝑡,

于是
𝑒𝑨𝑡 = 1 − 2𝑡 𝑒2𝑡𝑬 + 𝑡𝑒2𝑡𝑨

= 𝑒2𝑡
1 0 0
𝑡 1 − 𝑡 𝑡
𝑡 −𝑡 1 + 𝑡

.



③对 sin𝑨 , 𝑓 = sin 𝜆 , 𝑓′ = cos 𝜆, 由𝑔 𝛬𝑨 =
𝑓 𝛬𝑨 解得

𝑎0 = sin 2 − 2 cos 2 , 𝑎1 = cos 2 ,

于是
sin𝑨 = (sin 2 − 2 cos 2)𝑬 + (cos 2)𝑨

=
sin 2 0 0
cos 2 sin 2 − cos 2 cos 2
cos 2 − cos 2 sin 2 + cos 2

.



例2设

𝑨 =
0 1 0
0 0 1
2 3 0

,

求𝑒𝑨𝑡.

解计算知𝛬𝑨 = {(2,1), (−1,2)}.

对𝑒𝑨𝑡, 𝑓 = 𝑒𝜆𝑡 , 𝑓′ = 𝑡𝑒𝜆𝑡, 由𝑔 𝛬𝑨 = 𝑓 𝛬𝑨 解
得



𝑎0 =
1

9
𝑒2𝑡+ 8 + 6𝑡 𝑒−𝑡 , 𝑎1 =

1

9
2𝑒2𝑡 − 2 − 3𝑡 𝑒−𝑡 ,

𝑎2 =
1

9
𝑒2𝑡− 1 + 3𝑡 𝑒−𝑡 .

于是

𝑒𝑨𝑡 =
1

9
𝑒2𝑡+ 8 + 6𝑡 𝑒−𝑡 𝑬 +

1

9
2𝑒2𝑡 − 2 − 3𝑡 𝑒−𝑡 𝑨

+
1

9
𝑒2𝑡− 1 + 3𝑡 𝑒−𝑡 𝑨2

=
1

9

𝑒2𝑡+(8 + 6𝑡)𝑒−𝑡 2𝑒2𝑡 − (2 − 3𝑡)𝑒−𝑡 𝑒2𝑡 − (1 + 3𝑡)𝑒−𝑡

2𝑒2𝑡 − (2 + 6𝑡)𝑒−𝑡 4𝑒2𝑡 + (5 − 3𝑡)𝑒−𝑡 2𝑒2𝑡 − (2 − 3𝑡)𝑒−𝑡

4𝑒2𝑡 − (4 − 6𝑡)𝑒−𝑡 8𝑒2𝑡 − (8 − 3𝑡)𝑒−𝑡 4𝑒2𝑡 + (5 − 3𝑡)𝑒−𝑡
.


